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Inegalitatea integrala Cauchy - Buniakowschi - Schwarz

Deoarece inegalitatea Cauchy-Buniakovschi-Schwarz (vom prescurta, CBS) este o
inegalitate clasicd mult intalnita atit in aplicatiile pentru nivelul gimnazial, cat si pentru cel liceal
(fara a mai lua In discutie teoriile universitare ale acestei inegalitati), am considerat ca este
necesar sa tratez separat aceastd inegalitate si la nivelul clasei terminale a liceului, si anume,
inegalitatea sub forma ei integrala. Inegalitatea CBS este intdlnita si sub denumirile: inegalitatea
lui Cauchy-Schwarz, inegalitatea Cauchy sau inegalitatea Schwarz. In algebra liniari ea se poate
aplica vectorilor, in analizd se poate aplica seriilor infinite sau integrarii produselor, iar in teoria
probabilitdtilor se poate aplica variantelor si covariantelor. Inegalitatea corespunzdtoare pentru
integrale a fost formulata initial de Viktor Iakovlevici Buniakovski in 1859 s1 a fost
redescoperitd de Hermann Schwarz (de multe ori scris gresit "Schwartz") in anul 1888.

In cadrul acestui referat vom prezenta enuntarea inegalititii CBS, o scurti demonstratic a
acesteia $1 un set de aplicatii s1 probleme propuse la aceasta teorema in vederea intelegerii
utilizarii si a aprofundarii acestei inegalitati.

Teorema (Inegalitatea integrala Cauchy - Buniakowski - Schwarz):

Fie /. g:[a, b] =R dpua functii integrabile Riemann. Atunci are loc inegalitatea:

F 7 coa B & o B reogeoas B,

Demonstratie:

Fie AOR. Functia /" +Ag este integrabila Riemann. Avem ca ( f(x) +/\g(x))2 =0. Integrand,
obtinem [ (/(x) +Ag(x)* 20 0 X [ g*(x)tx +2A[ S (g + [ 1 (x)dx =0. Deci,
s-a generat o inegalitate in A de grad aparent 2. Daca coeficientul lui X este diferit de 0, adica
fg2(x)dsc #0 , trebuie ca A<00 gfz(x)dx @gz(x)dx % abf(x)g(x)dx E

Daca _fgz(x)dx =0, atunci g este 0 aproape peste tot. Deci, ff(x)g(x)abc =0 si

inegalitatea cerutd a fi demonstratd devine egalitate.
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Observatie: Inegalitatea devine egalitate daca:

1) g este 0 aproape peste tot; 2) /' =kg , aproape peste tot, unde kK LJR .

Aplicatii
Aplicatia 1:

Enunt: Fie [ [a, b] — R 0 functie integrabila. Sa se arate ca

ﬁ"f(x)sin xcb E +§ff(x)oos xcbe ﬁ < —a)ffz(x)dx
ﬁ’: f(x)smmbcﬁZ < ﬁf fz(x)dx@jsnf xdxﬁg

Solutie: Din inegalitatea CBS, avem qu

@’a” f(x)cosmrxﬁZ < ﬁ[” fz(x)dx%[jm xdx%

0 %jf(x)sinxdxﬁ +%ff(x)cosxdx§ sffz(x)dx %’b#dx +JfdeB=

2 O

=[ rd f de = —a)[ > O qed.

Aplicatia 2:

Enunt: Fie /:[0,1] — R o functie derivabili cu derivata continui astfel incat ./ (1) —f(0) =a
. Si se arate ca Jj(f’(x))zdx >a2.

Solutie:

Flre)a =f(re)agre2H (/o oa =7l =r0-ro =a.

Aplicatia 3:

Enunt: Fie f: [0,1] - R o functie derivabila cu derivata continua astfel incat /(1) =/ (0) =

< < = | 2
. Sa se arate ca ﬁf(x)dxﬁ Saﬁ(f (x)) dx
Solutie:
[, /e =[x (de = (0, — [ 3 (de = D) = f2f e =~ " (x)de L]

2 L‘ Fx)de =—2 J:‘xf'(x)dx = 7(1) — f(0) —2 J:‘xf'(x)a}c = L‘dx —2 J;‘xf'(x)asc =



= [ (=20 " (D O B fx)de E =H =22/ () E ={a-—20« [ (r@)

4x3 l

1 1 1 1 .
Dar J;(l —2x)° dx =J:(4x2 —4x +1)dk =" —2x2\0 +x\:, =3 —1 =3 Prin urmare,

o

B[ reoac < Lf&)dwﬂﬁﬂ@wﬁ (r'e0)
Aplicatia 4:
Enunt: Fie 7o) - R 0 functie integrabila. Sa se arate ca

F e rwaf <t felrw)

Solutie: gxzf(x)dx E = ﬁszf(x)dx E =gx()_cf(x))dx E sjolxzdx E_':(;gf(x))zabc =

_x3 ] 2 _1 2( o 2
=5, Pl @) de =3 L2 (/00)
Aplicatia 5:

Enunt: Fie /: [0, 1] — R o functie integrabila astfel incat _I)L S (x)dx =_I)L)f (x)dc =1. Sa se

arate ci _ﬁfz (X)dx =4 .

Solutie: Consideram functia g: [0,1] - R, g(x) =6x—2. Aplicand CBS, obtinem:
§(6x —2) f(x)dx E < §(6x —2)2dx ﬁ F2(x)dx E Membrul sting al inegalititii este

@ﬁy(x)dx —2jff(x)dx E =(6 —2)> =16.

Caleulam [ (6x —2)*dv =4[ Gx—1)*dv =4(3x" —3x* +x) =40 [ 1 (ax 2 4.

Aplicatia 6:

Enunt: Fie f Z[O, 1] — R o functie derivabilda cu prima derivatd continud astfel incat
_Ll'f(x)cbf Z_ﬁlf(X)dx =1. Sa se arate ca Jj(f’(x))zdx =30 .

Solutie: gx(x =D f'(x)dx E = g (x(x —1)) ax @% (f'(x))* dx E Calculam membrul stang

al inegalitatii,, s1 avem ca: ﬁlx(x —1) f'(x)dx % =§1x2f’(x)d$c —J’)l xf'(x)dx % =

ol



=B/, —2f 7 o —F W, +f S0t B =(f -2 =/ M +1)* =1. Pe de alta

parte, facand calculele in membrul drept, avem ca:
J'](x(x—l))zdx =J'l(x4 o) =t =Ll g Ple)ae =30,
0 0 5 2 3 30

In continuare, vom propune cateva probleme care pot folosi in rezolvarea lor inegalitatea CBS.

Probleme propuse

1. Fie 701 - R 0 functie integrabila. Sa se arate ca
2 é 2
ﬁjygf(x)dxé +§x f(x)dxg < 6£f (x)dx .
2. Fie f: [0, l] — R o functie integrabila astfel incat J:‘Jg‘ (x)dx =1. Sa se determine

minimul valorii _Ll x? 2 (x)dx .

3. Fie /:[0,1] — R o functie integrabila astfel incat Jolag“(x)aﬁc = ij2 F(x)de =1,

Sa se arate ca ijzfz(x)dx =4,

4. Fie f :[1, 2] —»[0, °°) o functie integrabild. Daca Jz f?(x)dc =2, atunci

Fa+raprar=2.
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